BADANIA OPERACYJNE

Zastosowania kolorowania graféw w problemie ukladania rozkladéw zajec

Maciej Kupczak' i Pawet Szottysek?

Politechnika Wroclawska

Streszczenie W niniejszej pracy rozwazony zostanie problem ukladania planu zaje¢ dla szkét.
Jako elementarny problem optymalizacji dyskretnej, zostanie on przedstawiony formalnie,
oraz rozwigzany w oparciu o kolorowanie graféw. Zaproponowane zostang dwa algorytmy
rozwiazania (w tym jeden autorski), ktérych skutecznos¢ zostanie przebadana dla réznych
danych. Przedstawione réwniez zostanie poréwnanie ich z istniejacymi juz aplikacjami, ktére
pokaze, ze zaproponowane przez nas podejscie jest konkurencyjnym do owych komercyjnych
rozwiazan.



1. Przedstawienie problemu

Problem uktadania planu zaje¢ jest problemem dobrze znanym. Zagadnienie to polega na rozdzieleniu
zaje¢ na konkretne godziny, tak by nie wystepowaty konflikty. Przez konflikt rozumiana bedzie
sytuacja, gdy pewien nauczyciel lub klasa ma przydzielone dwa rézne zajecia w tym samym czasie.
Dodatkowo by uczyni¢ uzyskany plan bardziej odpowiednim do sytuacji rzeczywistej wprowadzone
zostang pewne dodatkowe zatozenia co do jego postaci:

- jeden nauczyciel moze prowadzi¢ wiele przedmiotéws;

— plan powinien zawiera¢ jak najmniej okienek, tj. niezagospodarowanych godzin lekcyjnych.

2. Formalny opis problemu

Przedstawiony problem mozna w prosty sposob sprowadzi¢ do problemu kolorowania krawedziowego
graféw. Zdefiniowane beda zatem dwie grupy wierzchotkéw:

— N - zbidr nauczycieli

- n; - nauczyciel, gdziei=1,...,1

- K - zbidr klas

- kj; - nauczyciel, gdzie j =1,...,J

Krawedzie natomiast definiowane beda jako e(m) = {n;,k;j,m} - krawedzZ reprezentujaca m-te
pojedyncze zajecia jakie prowadzi nauczyciel nZ z klasg k;, gdzie m € M, ; oznacza numer
krawedzi taczacej wierzchotki v; i v;, a M; ; to ilo$¢ wszystkich krawedzi taczacych v; i v;. Dalej
niech E;; reprezentuje zbiér wszystkich zaje¢ jakie odbywa nauczyciel n, z klasg k;, oraz E
oznacza zbiér wszystkich krawedzi.

Jako V oznaczany bedzie zbiér wszystkich wierzchotkdéw, stad V' = NUK. W ten sposéb skonstruowany
zostat graf G(V, E) Dalej niech
- chm - bedzie indeksem krawgdm e )i oznacza rodzaj przedmiotu jaki reprezentuje krawedz

Ci,j
()

- 7 (m) bedzie kolorem krawedzi e; ;’ i reprezentuje godzine w ktdérej odbywa sie dany przedmiot.

Fakt, iz zadne dwa zajecia dla jednego nauczyciela nie moga sie odbywac¢ réwnoczesnie zapisaé
mozna nastepujaco:
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gdziei =1,...,1.

Podobnie fakt, iz zadna klasa nie powinna mie¢ réwnoczesnie dwdch lekcji zapisa¢ mozna w
sposéb nastepujacy:

Vike{1,..1Bij # 0N Erj # 0 = Viueq,... M} Vm2e(d,.... My} G ’](ml) # Ci’,g-mQ) 2
gdziej=1,...,J.

Ostatecznie jako S oznaczane bedzie pewne pokolorowanie grafu G. Do oceny rozwigzan postuzy
nastepujaca funkcja celu:
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statecznie problem polega na tym, by przy danych:
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Wyznaczy¢ takie pokolorowanie S grafu G, by minimalizowa¢ funkcje celu 3
S* — mingF(S)
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3. Algorytmy rozwiazania

W niniejszym paragrafie przedstawiono dwa algorytmy rozwigzania. Pierwszy mozna znalez¢
w [2], drugi natomiast zostal skonstruowany przez autoréw w oparciu o algorytm zwartego
kolorowania drzewa znajdujacy sie w [2].

3.1. Algorytm NTL

Algorytm ten jest algorytmem heurystycznym. Polega on na kolejnym kolorowaniu krawedzi oraz

w razie koniecznosci przekolorowania juz pokolorowanych. Wynikowe pokolorowanie jest oczywiscie
rozwigzaniem przyblizone. Algorytm pozwala na uzyskanie wyniku w czasie wielomianowym.
Jego zlozonos$¢ mozna oszacowaé jako O(n?).

W celu przedstawienia algorytmu nalezy najpierw zdefiniowac kilka pojec.

Definicja 1. Kolorem brakujqcym dla wierzchotka v € V grafu G = (V, E), nagywamy kolor;
ktory nie zostat przypisany zadnej krawedzi incydentnej do v. Ognaczmy przez C(v) zbior wszystkich
brakujqcych koloréw wierzchotka v.

Definicja 2. Dla kazdego wierzchotka v ustalamy pewien jego kolor brakujgcy c(v). Wachlarzem F
przy wierzchotku v rozpoczynajgcym sie krawedziq {v,wo} nazywamy taki ciqg krawedzi {v,wo},
{v,ur}, ..., {v,ws}, ze {v,w;} ma przydzielony kolor c(w; — 1), i > 0. Liczba s to rozpigtos¢
wachlarza.

Algorytm NTL opiera sie na nastepujacej wlasnosci grafow:

Twierdzenie 1. Przypusémy, ze wszystkie krawedzie grafu G z wyjgtkiem v zostaly pokolorowane
A(G) + 1 kolorami. Oczywiste jest, ze zaréwno u jak i v majq przynajmniej dwa kolory brakujqce.
Jezeli F jest maksymalnym wachlarzem przy v, to albo kolor c(w) jest brakujqcy rowniez w wierzchotku
v, cgyli c(ws) € C(v), albo pewna krawedZ w F jest pokolorowana kolorem c(ws).

W celu poprawienia pokolorowania algorytm wykorzystuje procedure Recolor, ktéra przedstawia
sie nastepujaco:
Procedura Recolor

- Kolorowa¢ bedziemy krawedz {u, v}
- Wyznaczamy maksymalny wachlarz F'( taki, ze wy = u) przy wierzchotku v.



— Nastepnie rozwazy¢ nalezy dwa przypadki
1. Jezeli m(w;) € M(v), gdzie s to rozpigtos¢ wachlarza
e wdweczas kolorujemy krawedz {v, w;} barwa m(w;) dla kazdego i =1, ..., s.
2. Jezeli m(w;) ¢ M(v)
e niech P bedzie $ciezka w grafie G zaczynajaca sie w w ztozong z krawedzi pokolorowanych
barwami ¢(v) i c(ws)
e Jezeli P nie osigga wierzchotka v, to zamieniamy przeciwne kolory uzyte do pomalowania
P i przesuwamy cyklicznie kolory poszczegdlnych krawedzi {v, w; }, malujac je kolorami
c(w;) dla kazdego 0 < i < s, a nastepnie malujemy {u, ws} kolorem c(v).
o Jezeli natomiast P osiaga v, to niech wj;, gdzie 0 < j < s — 2, bedzie wierzchotkiem
spetniajacym réwno$¢ ¢(w;_1) = c¢(ws). Dalej niech P bedzie droga zaczynajaca sie w
w; 1 pomalowana kolorami m(v) i m(ws). W tym przypadku przesuwamy cyklicznie
kolory wachlarza, malujac kazda krawedz w,w; kolorem c(w;) dla 0 < i < j — 2,
nastepnie zmieniamy kolory drogi P i w konficu malujemy krawedz {v, E,,—, } kolorem

c(v).

Wriasciwy algorytm w pseudokodzie przedstawia sie nastepujaco:

algorytm KolorujNTL( G )
begin
if Delta(G) <= 2 then
koloruj G zachtannie trawersujac Sciezki i cykle;
else begin
q := Delta(G) + 1;

G> := (V, pusty);
for kazda e w E do begin
G’ =G’ + e;

if e = {u,v} nie moge otrzymac wspdlnego koloru brakujacego
w u i v then
Recolor(u, v);
koloruj e;
end
end
end

3.2. Algorytm zwartego kolorowania grafu

Algorytm przedstawiony ponizej jest autorska interpretacja i rozszerzeniem algorytmu kolorowania
zwartego drzew przedstawionego w [?]. Rdznica polega na zastosowaniu oméwionego tam podejscia
do zwartego kolorowania struktur drzewowych z cyklami. Ponadto ponizszy algorytm akceptuje i
rozwiazuje tez problem dla wielokrotnych wystapien potaczen miedzy wierzchotkami.

1. Utworz tymczasowy graf G'(V', E') = G(V, E).

2. Jesli jest cokolwiek w kolejce, dodaj to do G’, chyba, ze bylo wrzucone na stos w ostatniej
iteracji.

3. Usun z grafu G’ wolne krawedzie.

4. Jesli E’ jest pusty, to sprowadziliSmy zadanie do kolorowania drzewa. Wystarczy pokolorowac
kolejne $Sciezki w dowolnej kolejnosci przy zachowaniu odpowiednich ograniczen natozonych
przez zwartosé.

5. Jesli E’ jest niepusty, to w grafie sg cykle. Znajdz cykl.



6. Dokonaj analizy juz pokolorowanych krawedzi i zaproponuj zwarte pokolorowanie do obecnie
juz istniejacego.
Jesli ograniczenie jest na conajwyzej jednym wierzchotku, koloruj z uwzglednieniem istniejacego
koloru tego wierzchotka.
Jesli ograniczenie jest na wiekszej ilosci wierzchotkéw, podziel cykl na sciezki pomiedzy nimi i
koloruj je zwarcie z istniejacym pokolorowaniem. Jesli jest to niemozliwe, przekaz Sciezke do
kolejki.

7. Usun z grafu G’ krawedzie ktére zostaly pokolorowane (do innej struktury, wynikowej) lub
przekazane do kolejki.

8. Wrd¢ do kroku 2.

Jesli przez kilka kolejnych iteracji nie bedzie dokonywane przyporzadkowanie, oznaczac to bedzie,
ze nie znaleziono rozwigzania optymalnego - co jednak nie oznacza, ze takiego rozwigzania nie
ma. Jest to bowiem algorytm heurystyczny.

Znalezione rozwigzanie mozna polepsza¢ zmieniajac kolejno$¢ kolorowania graféw, lub, jesli jest
to akceptowalne, dodac¢ pozostate krawedzie kolorujac je optymalnie, ale nie zwarcie.

4. Badanie jakosci przedstawionych algorytméw

4.1. Implementacja i plan badan

Oba przedstawione algorytmy zostaly zaimplementowane w jezyku C+ +. Badania zostaly przeprowadzone
dla danych uzyskanych z istniejacych szkél. Sprawdzona zostata skuteczno$é zaproponowanych
algorytméw, czyli wartos¢ funkgji celu, jak i szybkos$¢ uzyskania wyniku. Zaproponowane rozwigzania
zostaly réwniez poréwnane z komercyjnym programem do uktadania plandéw zaje¢ Astar05. Program

ten w wersji udostepnianej bezptadnie umozliwia ulozenie i modyfikowanie planu zajeé, nie
mozliwe jest jednak zapisanie wynikéw, jednak taka funkcjonalnos¢ byta wystarczajaca do dokonania
poréwnania

Dwa przyktadowe plany zaje¢ przedstawiono ponize;j.



4.2. Plan dla sredniej wielkosci szkoly

Dla tej szkoly program roczny zajeé¢ przedstawia sie w sposéb nastepujacy (dane rzeczywiste)
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Algorytm NTL Algorytm zwrdcit rozwigzanie, dla ktdrego warto$é¢ funkeji celu miata warto$é F(S) = 58.
Ponizej przedstawiony plan uzyskany dla jednej z klas.

poniedziatek |wtorek|Sroda|czwartek|piatek
8:00- 8:45 ME PW| SB ZS| BU
8:50- 9:35 AD PW| LS MO| BU
9:40-10:25 AD MB| WL MO BU
10:40-11:25 AD AD SI MO ZB
11:30-12:15 AD ZB SI BB ZB
12:20-13:05 AM DK| PW TS| WL
13:10-13:55 AM SB| PW TS| WL
14:00-14:45 ZJ - - TS -

Algorytm zwartego kolorowania graféw Algorytm zwrdécit rozwiazanie, dla ktérego wartos$¢ funkeji
celu miata warto$¢ F(S) = 40. Wartos¢ ta prawdopodobnie bylaby jeszcze mniejsza, gdyby implementacja
algorytmu byta bardziej dostosowana do konkretnego przypadku. Ponizej przedstawiony plan uzyskany dla
jednej z klas.

poniedziatek |wtorek|Sroda|czwartek|piatek
8:00- 8:45 PW BB| WL ME| Mo
8:50- 9:35 WL AD| AM SB ZB
9:40-10:25 LS AD| MB SI ZB
10:40-11:25 Mo Bu| Mo SI| AD
11:30-12:15 AD PW| AM ZB| AD
12:20-13:05 TS Bu| ZJ PW TS
13:10-13:55 TS Bu| ZS PW SB
14:00-14:45 WL DK - TS -

Program Astar05 W przypadku program zwrdcit plan dla ktérego wartos¢ funkcji celu wynosita F'(s) = 46.
Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie okienka pojawily sie po stronie nauczycieli, natomiast zadna klasa nie miata
ani jednego okienka.

4.3. Plan dla matej szkoly

Tym razem przedstawiony zostanie program dla niewielkiej szkoly. Program ten przedstawia sie w sposob
nastepujacy

nauczyciel klasa|la|1b|2a|2b|3a|3b
PO 5/ 0/ 0] 4 0] 0
PP 0| 5| 4/ 0| 5| 5
MA 7| 11 0| 5| 0| 6
MB 0l 5| 5/ 0] 6/ 0
HI 1| 1| 2| 2/ 0] O
GE 1| 1| 2{ 1] 0| 1
AN 4| 2/ 0/ 2/ 0] O
AO 0| 2| 4| 2| 4| 4
RU 4/ 0| 4| 0| 4| O
NI 0| 4/ 0] 5| 0] 4
WF 3] 3| 3| 3| 4 3
IN o] 1/ 2| 2| 1] 1
RO 21200/ 000
RE 1) 1] 1 11 11 1
PP 0] O 1| 1/ 0] O

Algorytm NTL W przypadku tej szkoly algorytm NTL zwraca rozwiazanie dla ktérego warto$é funkeji celu
wynosi F/(S) = 3. A oto plan zajec¢ jaki uzyskata klasa 1a



poniedziatek |wtorek|Sroda|czwartek|piatek
8:00- 8:45 - - - - -
8:50- 9:35 RE WF| AN MA| MA
9:40-10:25 RO RU| AN MA| PO
10:40-11:25 RO RU| AN MA| PO
11:30-12:15 WF RU| HI MA| PO
12:20-13:05 WF RU| GE MA| PO
13:10-13:55 - AN| MA -l PO
14:00-14:45 - - - - -
Natomiast tak prezentuje sie plan dla nauczyciela IN

poniedziatek|wtorek |Sroda|czwartek pigtek
8:00- 8:45 - - - - -
8:50- 9:35 1b 2b - - -
9:40-10:25 2a - - - -
10:40-11:25 2a -l 3b - -
11:30-12:15 2b - - - -
12:20-13:05 3c - - - -
13:10-13:55 - - - - -
14:00-14:45 - - - - -

Algorytm zwartego kolorowania graféw Dla tego przypadku algorytm zwartego kolorowania graféw
znajduje takie utozenie planu, dla ktérego F'(S) = 0.
Klasa 1a ma ponizszy plan:

poniedziatek |wtorek |Sroda|czwartek|piatek
8:00- 8:45 MA MA| WF WF -
8:50- 9:35 PO GE| RU WF -
9:40-10:25 PO HI| RU RU -
10:40-11:25 MA MA| AN RU -
11:30-12:15 MA AN| AN PO -
12:20-13:05 PO MA| PO PO -
13:10-13:55 PO AN - - -
14:00-14:45 MA RE - - -

Wida¢ na nim niedoskonato$¢ algorytmu w obecnej implementacji - pierwszego dnia klasa 1a ma zajecia
tylko z nauczycielami MA i PO, ale w sumie jest to 8 godzin. Jest to spowodowane specyficznym ulozeniem
klasy 1a, nauczycieli MA i PO oraz cykli w calym grafie. Inna klasa (2a) przedstawia sie nastepujaco:

poniedziatek|wtorek |Sroda|czwartek |piatek
8:00- 8:45 PP GE| RU IN -
8:50- 9:35 MB HI| WF PP -
9:40-10:25 MB MB| AO WF -
10:40-11:25 PP PP| RU RE -
11:30-12:15 PP MB| AO - -
12:20-13:05 MB HI| RU - -
13:10-13:55 GE RUl AO - -
14:00-14:45 AO WF| IN - -

Gdzie zréznicowanie zaje¢ jest juz odpowiednie, a blokowanie ich zachowane.
Dla nauczyciela IN, plan pracy jest nastepujacy:



poniedziatek |wtorek|Sroda|czwartek|piatek
8:00- 8:45 - - - 2a -
8:50- 9:35 - - - 2b -
9:40-10:25 - - - 2b -
10:40-11:25 - - - 3b -
11:30-12:15 - - - 3a -
12:20-13:05 - - - - -
13:10-13:55 - - 1b - -
14:00-14:45 - - 2a - -

Program Astar05 Dla tej szkoly program Astar zwrdcit plan dla ktérego Funkeja celu przyjmowata wartosc¢
F(S) = 5.

5. Wnioski

Podsumowujac, przedstawione algorytmy poradzily sobie zadowalajaco z budowg plandw zaje¢ testowanych
przypadkéw. Co wazne, moga one nawet stanowié¢, po pewnych modyfikacjach, powazna konkurencje dla
istniejacych obecnie na rynku rozwiazan komercyjnych.

W wiekszosci testowanych programow zajec, analizujac wartos$¢ funkeji celu, algorytm oparty na zwartym
kolorowaniu byl nieco lepszy, zaréwno od drugiego algorytmu jak i od rozwigzania komercyjnego. Natomiast
algorytm NTL spisywal sie nieznacznie gorzej od systemu Astar05. W przypadku zaproponowanych rozwigzan,
wadg uzyskiwanych wynikéw jest fakt, iz blokujg one zajecia w taki sposdb, iz wiekszos¢ zajec¢ z jednego
przedmiotu odbywa sie po kolei. Jednoczesnie, odnoszac sie do algorytmu bazujacego na kolorowaniu
zwartym, nalezy zauwazy¢, ze moznaby tatwo uzyskac lepsze plany, nieznacznie modyfikujac zasade dziatania
algorytmu, a konkretnie kolejno$¢ odczytywania i pracy na cyklach (ktéra jest decydujaca operacja w tym
procesie).

Trudno jest okresli¢ jaki wplyw ma rozmiar problemu na otrzymywane wyniki, praktycznie faktem jest iz
w zaleznosci od struktdry polaczen miedzy nauczycielami i klasami (iloScig odbywanych wspdlnie godzin)
otrzymane wyniki dla takiego samego rozmiaru problemu moga sie rézni¢ nawet w sposéb znaczny. Da
sie jednak zaobserwowac¢ ogdlna tendencja do pogorszenia sie otrzymanych wynikéw wraz ze wzrostem
rozmiaru problemu.

Nalezy pamietad, iz wygenerowany przez nas plan moze podlega¢ pewnym zmianom. Zawsze w realnym
Swiecie jest tak, ze niektdrzy nauczyciele nie mogac zgodzi¢ sie na zaproponowany plan neguja go, lub tez
na wilasng reke przesuwaja zajecia.

Ostatecznie najlepsze wyniki uzyskano dla algorytmu autorskiego algorytmu kolorowania zwartego. W celu
zastosowan praktyznych wymaga on jednak pewnych dalszych modyfikacji, by dostosow¢ go do rzeczywistych
warunkow jakie spelnia¢ musi plan.

6. Dalsze mozliwosci rozwoju

Przedstawiony problem ma wiele perspektyw dalszego rozwoju. Przede wszystkim algorytmy zmodyfikowaé
nalezy tak by nie przydzielaly wszystkich zaje¢ z danego przedmiotu w ten sam dzien. Problem mozna
rozwija¢ rowniez dodajac dodatkowe wymagania, takie jak np.

— dodanie blokowania zaje¢

— dodanie mozliwosci przypisywania zaje¢ do sal lekcyjnych

— mozliwosc¢ dzielenia klas na grupy

Dodanie kazdego zalozenia w pewien sposéb wplywa na zastosowane rozwigzania, wymagac¢ one beda w
takich wypadkach, albo modyfikacji, albo zaproponowania nowych rozwigzan.
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